PRINCIPES LOCAUX-GLOBAUX POUR CERTAINES 
FIBRATIONS EN TORSEURS SOUS UN TORE 
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Résumé. 



Soit k un corps de nombres et soit T un fc-tore. Considérons 



fc-variété projective et lisse X vers tel que sa fibre générique X v — > r\ soit 
une compactification lisse d'un espace principal homogène sous T r\. 

On étudie dans ce texte l'obstruction de Brauer-Manin au principe de 
Hasse et à l'approximation faible pour X, sous l'hypothèse de Schinzel. On 
généralise les résultats récents de Wei |22j et Liang [16] . Nos résultats sont 
inconditionnels si k = Q et les fibres non-scindées de / sont définies sur Q. 
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1. Introduction 

1.1. Historique et résultats. — Fixons un corps de nombres k, une clôture 
algébrique k et une extension abélienne maximale k ah Q k de k. Pour les 
notions de base sur le principe de Hasse, l'approximation faible et l'obstruction 
de Brauer-Manin, voir par exemple [6J §3]. 



Mots clefs. — Principe de Hasse, approximation faible, obstruction de Brauer-Manin. 
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On s'intéresse dans ce texte aux principes locaux-globaux pour certaines 
variété projectives et lisses X, définies sur un corps de nombres k et munies 
d'un morphisme / : X — y Wi. 

La question si l'obstruction de Brauer-Manin contrôle la validité du principe 
de Hasse et l'approximation faible pour l'espace total d'une telle fibration - s'il 
en est ainsi pour les fibres de / - a été étudiée par de nombreux auteurs. Citons 
les articles classiques de Harari [13J, Colliot-Thélène et Swinnerton-Dyer [10J 
et Colliot-Thélène, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer [9]. Ce problème est 
difficile : l'hypothèse de Schinzel |10| §4] est devenu un outil standard pour 
traiter le cas d'une fibration avec plusieurs fibres non-scindées. Or, si on ne 
suppose pas que le principe de Hasse et l'approximation faible valent pour les 
fibres de / (comme dans [9]) mais seulement que l'obstruction de Brauer-Manin 
est la seule dans les fibres, très peu est connu sur la situation. 

On s'intéresse dans ce texte à une classe particulière de telles variétés : 

Définition 1.1. — Soit T un fe-tore. Une fibration en torseurs sous T est 
une A;-variété projective, lisse et géométriquement connexe X, munie d'un 
morphisme / : X — > F 1 tel que la fibre générique X„ — > r\ de / soit une 
compactification lisse d'un espace principal homogène sous le //-tore T x^r/. 

Le cas particulier d'un tore dit "normique" T — R^-^G m associé à une 
extension finie K/k a été étudié intensivement. Ce cas correspond à la classe 
des variétés qui sont des compactifications lisses d'une variété affine donnée 
par une équation de la forme Nj^/^x.) = P(t), où P(t) E k[t] est un polynôme 
non constant. Citons par exemple les articles récents [T], [16J, [18], |21| et 
[22J. Le spectre des techniques employées est large : la méthode de la descente 
([5]. |llj ). les techniques de la théorie analytique des nombres ([lj), la méthode 
des fibrations ([16j, [22J) ou une combinaison de celles-ci ([5], |14| . |18| ). 

Dans ce texte, on généralise et unifie les résultats de Wei et Liang obtenus 
via la méthode des fibrations (sous l'hypothèse de Schinzel), tout en donnant 
des preuves plus simples. Wei [22j a étudié l'obstruction de Brauer-Manin pour 
les équations "normiques" Nj^/^x) = P(t), avec K/k une extension abélienne. 
Son résultat principal [221 Theorem 3.1] est le fait que le principe de Hasse et 
l'approximation faible valent pour une compactification lisse d'une telle variété, 
dès que l'obstruction de Brauer-Manin ne s'y oppose pas et que la condition 

n£(r) = ml(T) P 

est satisfaite (voir [5j Définition 2.4]). Comme il le remarque, cette dernière 
condition est équivalente à la surjectivité de la flèche naturelle 

Br(X CTHS )/Br(/c) — > Br(X J? )/Br(??), 

ou X CTHS est une certaine compactification partielle de la variété affine définie 
par l'équation Nx/k( x ) = P(t), construite dans [5j section 2]. On généralise son 
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résultat dans plusieurs directions, dans le sens qu'on traite des tores généraux 
au lieu des tores "normiques", et on impose une condition moins forte que sa 
condition HI^(T) = IU^,(T)p. Le résultat principal de ce texte - qui englobe 
également [22, Theorem 3.2] et |16l Theorem 6.1] - est le théorème suivant. 

Théorème 1.2. — Soit T un k-tore quasi- déployé par k ah . Soit f : X — > P], 
une fibration en torseurs sous T. Alors le groupe Br(X^)/Br(r7) est abélien fini. 

Faisons l'hypothèse qu'il existe un ouvert X° Ç X qui est lisse, surjectif 
et génériquement projectif à fibres connexes au-dessus de A^, de façon que le 
morphisme X° — > Aj, admette une section sur /c ab et que Br(X rï )/Br(r/) soit 
engendré par les images des groupes suivants : 

- le groupe Br(X°) ; et 

- le groupe Ker[Br(X r) ) — > Bt(X 1] (g) fc fc ab )]. 

Admettons l'hypothèse de Schinzel. Alors X(k) est dense dans X(A^) Br ^ x \ 

Rappelons qu'une extension de corps K/k quasi-déploie T si le tore T ®kK 
est quasi-trivial, i.e. produit de facteurs de la forme R L / K G m ^L, pour L/K une 
extension finie (et variable). 

Remarque 1.3. — Si k = Q et si les fibres non-scindées de / - voir |19| §1] 
pour cette notion - sont définies sur Q, on peut démontrer le Théorème 11.21 
de façon inconditionnelle, c'est-à-dire sans admettre l'hypothèse de Schinzel. 
On verra que cela résulte des travaux récents de Green, Tao et Ziegler en 
combinatoire additive, dans la forme présentée dans [15J. 

L'hypothèse sur le groupe de Brauer de la fibre générique est quelque peu 
technique ; il n'est pas évident de la vérifier dans des cas concrets. Or, il se 
trouve que cette hypothèse est satisfaite si on suppose qu'il existe une extension 
cyclique de k qui quasi-déploie le tore T. Ceci donne le corollaire suivant : 

Corollaire 1.4- — Soit T un k-tore quasi-déployé par une extension cyclique. 
Soit f : X — )■ Pi une fibration en torseurs sous T. Admettons l'hypothèse de 
Schinzel. Alors X(k) est dense dans X (Ak) Br ( x \ 

En particulier : 

Corollaire 1.5. — Soit X un modèle projectif et lisse de la k-variété affine 
définie par l'équation 

n 

où P{t) G k[t] est un polynôme quelconque et les corps K\, - - ,K n sont des 
extensions finies du corps de nombres k dont au moins une est cyclique. 
Admettons l'hypothès de Schinzel. Alors X(k) est dense dans X (Ak) Br ^ ■ 
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Si k = Q et si le polynôme P(t) a toutes ses racines rationnelles, ce résultat 
est inconditionnel, comme on l'a remarqué plus haut. 

Finalement, au §5 (qui est indépendant du reste du texte), on fait une 
remarque sur l'hypothèse de Schinzel qui nous permet de l'utiliser de façon 
plus souple. Ceci mènera à une généralisation de J9] Theorem 1.1. e]. 

1.2. Remerciements. — Je remercie Jean-Louis Colliot-Thélène pour son 
aide, sa patience et ses encouragements pendant l'élaboration de ce texte. Je 
remercie également Olivier Wittenberg pour des discussions utiles, notamment 
sur la Proposition 15.11 

L'auteur est aspirant de FWO (Fonds de la Recherche Scientifique - Flandres). 
Pendant la préparation de ce texte, il a bénéficié du soutien du Centre Inter- 
facultaire Bernoulli (EPFL) et du Hausdorff Institute for Mathematics (Bonn). 

2. Généralités sur les fibrations en torseurs sous un tore 

Soit k un corps de caractéristique zéro k et soit T un fc-tore quelconque. 
Choisissons une compactification lisse et équivariante T c de T. 

Soit / : X — > Pi une fibration en torseurs sous le tore T. Il existe alors un 
ouvert U Ç et un ouvert V Ç Xjj = f~ l (U) de façon que V soit un espace 
principal homogène sur U sous T. Le produit contracté V x T T c est alors une 
k- variété projective et lisse au-dessus de U qui contient V comme ouvert. Des 
arguments classiques impliquent que le morphisme V x T T c — > U s'étend en un 
morphisme g : Y — > Pi qui satisfait g~ l (U) = V x T T c , où Y est une /c-variété 
projective et lisse fc-birationnelle à X. Or les énoncés que l'on veut établir dans 
ce texte ne dépendent que de la classe d'équivalence birationnelle de la variété 
projective et lisse X. On suppose donc jusqu'à la fin du §3 que : 

la fc-variété X est une fibration en torseurs sous T telle qu'au-dessus 
d'un ouvert convenable U Ç Pi, l'image inverse Xjj = f~ l (U) est 
de la forme V x T T c , où V est un [7-torseur sous T. (★) 

Lemme 2.1. — Supposons que k est un corps de nombres. 
Pour tout Q G U(k), on dispose d'une flèche de spécialisation 

Br(X„)/Br(»7) — > Br(X Q )/Br(k) 

qui est un isomorphisme. 

Démonstration. — Ceci est un corollaire facile de (4J Proposition 2.1]. Grâce à 
(*), la seule chose à vérifier est l'égalité H l (T c , Q/Z) = 0, mais cela résulte du 
fait que le groupe fondamental étale est un invariant birationnel des variétés 
projectives lisses (sur tout corps de caractéristique zéro). □ 
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Notons que cet énoncé utilise H 3 (k(t),G m ) = 0, pour k un corps de nombres. 

Le lemme suivant se montre utile pour l'étude des fibres non scindées d'une 
fibration en torseurs sous un tore. Il implique en particulier que si le tore T est 
déployé (ou quasi-déployé) par une extension abélienne de k, alors la fibration 
satisfait la condition d'abélianité de [9] Theorem 1.1]. Pour la définition de 
tores flasques, on renvoie à Définition 1.2]. 

Lemme 2.2. — Supposons qu'il existe une extension finie K de k telle que le 
K-tore T (S>fc K soit flasque. Soit Q E Pi un point fermé de corps résiduel L. 

Alors la fibre Xq a une composante irréductible Y de multiplicité 1 telle que 
la fermeture algébrique de L dans le corps de fonctions L(Y) soit un sous-corps 
d'un corps qui est facteur direct de K <S>k L. 

Démonstration. — La ET-variété Xjj (g)& K est un torseur sur U <8>fc K sous 
T(&kK et s'étend en un torseur sur P^- tout entier grâce à Theorem 2.2. (i)] . 
Si R est un point fermé de Pi- au-dessus de Q, alors [3, Proposition 3.4. (b)] 
implique que la fibre (X (g)^ K)r a une composante géométriquement intègre 
de multiplicité 1. On en déduit le résultat voulu. □ 

Notons par X° Ç X un ouvert qui est lisse, surjectif et génériquement 
projectif à fibres connexes sur la droite affine A^, et tel que le morphisme 
induit X° — ï Ai admet une section sur k. 

Lemme 2.3. — Soit K une extension finie de k qui quasi-déploie T, et telle 
que le morphisme p : X° — > A| admet une section a sur K . Alors on a 

Br K —t BrX° K . 

Démonstration. — La fibre générique X° = X, n du morphisme X° — ï A^ est 
projective, lisse et géométriquement intègre. La variété X^ k K est rationnelle 
sur r]®k K - l'extension K de k quasi-déploie le tore T et tout torseur sous un 
tore quasi-trivial est trivial. Il en résulte donc que Br X v ® k x = Br(?7 K), 
car le groupe de Brauer est un invariant birationnel des variétés projectives 
lisses (sur un corps de caractéristique zéro). 

D'après Grothendieck, on dispose d'une injection BrX^- <^-> Br(X^ fe i^) qui 
s'insère dans le diagramme commutatif suivant : 

Br(X^) Bv(X^ kK ) 
Br(A^) ► Br(r/ ® k K) 
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Il est évident que a* o p* = Id ; en particulier, l'homomorphisme a* est 
surjectif. La commutativité du diagramme implique que la flèche composée 

Br(X^) A Br(A^) — > Br(r? ® k K) 

est injective. Il en résulte que a* est injectif, donc un isomorphisme. 

Comme Br(A^) = Bi(K), ceci permet de conclure. □ 

3. Preuve du résultat principal 

3.1. La preuve. — Ce paragraphe est consacré à la preuve du Théorème 
11,21 On utilise les notations introduites dans le paragraphe précédent et l'on 
suppose désormais que k est un corps de nombres. 
Choisissons 

ai, • • • , a m € Br(X°) et ft, • • • , (3 n G Ker[Br(X„) -> Br(X„ fc fc ab )] 

tels que leurs images engendrent Br(X J) )/Br(r/). Ce dernier groupe est abélien 
fini, la raison étant que la 77-variété et projective, lisse, géométriquement 
connexe et géométriquement rationnelle. Fixons une extension finie abélienne 
M de k qui quasi-déploie le tore T, pour laquelle le morphisme X° — > 
admet une section après extension des scalaires à M et telle que 

ReSfc/A/(/3j) = pour 1 < i < n. 

On suppose qu'il n'y ait pas d'obstruction de Brauer-Manin au principe de 
Hasse et à l'approximation faible, c'est-à-dire que l'égalité 

mv v (A(P v )) = 

v<=n k 

vaut pour tout a G Br(X) et (P 1 ,)„ g n fc £ X(A}~). Choisissons un point adélique 
(P v ) ve Q, G X(Afc) et soit S un ensemble fini de places de k. On démontrera que 
l'on peut approximer les points locaux (P V ) V £S P ar un point global P G X(k). 

En cours de route, on peut toujours agrandir l'ensemble fini de places S. On 
peut donc supposer sans perte de généralité que S contient toutes les places 
archimédiennes de k. Considérons le sous-groupe B = (ai, • • • , a m , f3\, • • • , /3 n ) 
de Br(X r; ). Un argument de passage à la limite en cohomologie étale permet de 
supposer B Ç Br(Xjj), en rétrécissant l'ouvert U si nécessaire. En agrandissant 
l'ensemble S, on peut supposer que les morphismes Xjj — » U — > k admettent 
des modèles entiers Xy — > IÀ — > O^^s tels que les fibres de Xy — > Il soient 
toutes projectives, lisses et géométriquement intègres, de façon que X° — > Aj, 
s'étende en un morphisme X° — >■ A^ fes . En agrandissant encore S, on peut 
alors supposer que les éléments de B appartiennent tous au sous-groupe Br(A^) 
de Bï(X v ). Le lemme de Hensel et les estimations de Lang-Weil permettent de 
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supposer également que pour v G" S et Q point fermé de U, la fibre (Xu)Q a 
un K(t>)-point (k(v) étant le corps résiduel associé à v). 

Comme X est lisse (et géométriquement intègre) sur k, le théorème des 
fonctions implicites assure que tout voisinage u-adique de P v est Zariski dense 
dans X. On peut donc remplacer chaque P v par un Appoint arbitrairement 
proche (que l'on notera encore P v ) qui appartient à Xjj. 

Notons Q v = p(P v ) pour tout v £ S. Choisissons Qo G U(k), suffisamment 
proche de Q v pour v £ S archimédienne, différent des points Q v . En utilisant 
un fc-automorphisme convenable de PL on peut supposer que Qq est le point 
à l'infini. Les points P v appartiennent donc à Aï = Spec(/c[t]) Ç P?,. Notons 
alors X v G k v pour la t-coordonnée de Q v G A 1 (k v ). On cherche Q G U(k) très 
proche de Q v pour toute place finie v G S et suffisamment grand pour toute 
place archimédienne tel que la fibre Xq ait un point rationnel, très proche des 
points locaux P v pour v £ S. 

Le complément de U dans Aj. est réunion de points Qi G A^, = Spec(/c[t]), 
décrits par des polynômes unitaires irréductibles Fi(t) G k[t], pour 1 < i < s. 
Considérons tous les éléments de Br(/c(X)) de la forme (Fi(t),x), où x es t un 
caractère de M/k. Ceux-ci sont définis par cup-produit 

k{Xf x H 2 (k,Z) -> Br(k(X)), 

via l'identification H 1 {k,Q_/'L) = H 2 (k,Z). Il est clair que ces éléments 
s'étendent en des algèbres d'Azumaya sur Xjj. Soit B' le sous-groupe fini de 
Br(X[/) engendré par ces éléments et ceux de B. En agrandissant S, on peut 
supposer que les éléments (Fi(t),x) appartiennent à Br(A^), i.e. B' Ç Br(A^). 

Agrandissons encore S : on ajoute les places associées aux polynômes Fi(t) 
via l'hypothèse (Hi) |10j et les places qui ramifient dans l'extension M/k. 
Considérons l'image de Br(X°) dans Br(JT?A Le lemme EOl implique que pour 
tout i, on peut trouver un élément ji G BrM tel que 7j s'envoie sur l'image 
de ai via la flèche canonique BrM —î- Br(A A ^ f ). En prenant S suffisamment 
grand, on peut supposer que inv„, 7, = pour i G {1, • • • , m} et pour w S m 
(S m étant l'ensemble des places de M au-dessus des places dans S). 

On suppose qu'il n'y a pas d'obstruction de Brauer-Manin à l'approximation 
faible pour (P v )veS- Le lemme formel de Harari ([13, Corollaire 2.6.1]) donne 
alors l'existence d'un ensemble fini de places S\ D 5 et de points locaux 
P v G Xuikv) pour v G Si \ S, tels que pour tout A G B', 

uw v (A(P v )) = G Q/Z. 

L'hypothèse (Hi) donne alors l'existence de A G qui est suffisamment proche 
de Au pour toute place finie v G Si, entier en dehors de Si et suffisamment 
grand pour les places archimédiennes, tel qu'on ait (simultanément) : 
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- A G U(k) ; 

- pour v G Si, la fibre X\ contient un fc„-point P' v qui est f-adiquement 
proche de P v , tel que inv V (<A(P V )) = mv v (A(Pl)) pour tout A G B' ; 

- pour 1 < i < s, il existe une place de fc telle que Fj(A) est une 
uniformisante dans Ok, Vi et une unité dans k v pour toute f G" Si U {vi}. 

Pour v S\ et v ^ Vi pour tout i, on obtient alors, grâce au lemme de Hensel, 
un 0„-point de la fibre {Xu)\- L'ensemble S a été pris suffisamment grand 
pour que B' Ç Br(A^). On obtient donc de cette façon un 0„-point P' v de X\ 
tel que inv„ a(P^) = pour tout a G B' ("bonne réduction"). 

Analysons maintenant la situation si v = v\ est l'une des "places de Schinzel". 
Notons que par la loi de réciprocité globale, on a, pour tout caractère \ de M/k, 

J2 mv v (F i (X),x) = 0. 

Par construction, on a également 

J2 mv, (Fj(À),x) = 0. 

Pour f G" Si et v / v^, on sait que Fj(A) est une unité dans k v . On trouve donc 

inv^ (F i (X),x)=0- 

Cette dernière égalité vaut pour tout caractère % de M//c. Il en résulte que 
la place Vi est totalement décomposée dans l'extension (abélienne !) M/k, car 
(par construction) i^(A) est une uniformisante dans Ok, Vi - 

La fibre X\ est une compactification lisse d'un espace principal homogène 
sous T, qui devient quasi-trivial après extension des scalaires à M/k. Il en 
résulte que le k Vz -toie T^ v . est quasi-trivial, donc H l {k Vi ,Tk v .) = 0. Ceci 
implique la /^.-rationalité de X\ k Vi . Il existe donc un k Vi -point P^.. 

Montrons que inv^^l(P^) = pour A € B. Comme Vi est totalement 
décomposée dans M/k, la flèche (ai, • • • , a m ) — > Br(X? ) se factorise en 

(«!,••• ,a m )^BT(X° M )^BT(X° kvi ). 

Pour 1 < j < m, on trouve alors 

Pour 1 < £ < n, on obtient ft(f* ) = ftl^. (P^.) = car /^| M = 0. Donc 

mv Vi A(Pi i )=0 

pour i G B. 

Faisons un résumé de la situation. On a construit pour toute v G flk un 
fc^-point P^ de la fibre X A . On a J2 veS inv v A(Pl) = et inv„^l(P^) = 
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pour tout A E B et v Si- Ou obtient donc ^„ 6 ^ fc in.v v A(P^) = 0, i.e. on 
a construit un point adélique de la fibre X\ orthogonal à B. Or, le Lemme 
1 assure que la flèche Br(X^)/Br(7y) —> Br(X\)/Br(k) est un isomorphisme. 
L'image du groupe B dans le quotient Br(X^)/Br(r/) engendre celui-ci. Le 
point adélique {P v ) v& çi k est donc orthogonal au groupe de Brauer de X\, qui 
est une compactification lisse d'un espace principal homogène sous un fc-tore. 
Un résultat classique de Sansuc \17\ Corollaires 8.7 et 8.13] implique que l'on 
peut approximer ce point adélique par un point global P E X\(k), ce qui 
achève la démonstration. 

3.2. Sur la remarque 11.31 — Expliquons pourquoi le résultats récents 
de Green, Tao et Ziegler en combinatoire additive impliquent une version 
inconditionnelle du Théorème 11.21 si k = Q et si toutes les fibres non-scindées 
sont définies sur Q. Dans la preuve ci-dessus, on peut alors supposer que U 
est le complément d'un nombre fini de points rationnels. Les polynômes Fi{t) 
dans la preuve sont donc de la forme t — ej, pour e±, ■ ■ ■ , e s E k. 

Là où on a choisi X £ k utilisant l'hypothèse (Hi), on peut maintenant 
choisir A utilisant |15l Proposition 2.1]. On trouve donc A E Q arbitrairement 
proche de X v pour v E Si finie et suffisamment grand pour la topologie réelle, 
tel que A est une uniformisante dans k Vi pour 1 < i < s et 

valu (A — eî) < pour v £ S\ U {v\, ■ ■ ■ ,v s }. 

Cette dernière inégalité implique que la réduction de A modulo v est un élément 
de P 1 (aî(î;)) autre que les réductions de e%, ■ ■ ■ ,e s . Les estimations de Lang-Weil 
et le lemme de Hensel impliquent que ce K(f)-point se relève en un O^-point 
sur un modèle entier. Le reste de l'argument ne change pas. 



4. Applications 

Comme on l'a déjà expliqué dans l'introduction, le théorème 11.21 généralise 
|22[ Theorem 3.1]. Il englobe également |221 Theorem 3.2], qui concerne les 
modèles projectifs et lisses des variété affines définies par une équation de la 
forme 

(Xf - aY?)(Xi - bY 2 2 )(Xl - abYi) = P(t), 

pour a,b E k. Colliot-Thélène a démontré [2, Théorème 4.1] que si aucune des 
constantes a, b et ab n'est un carré dans k, alors (Xf — aY^,b) est l'unique 
élément non-trivial de Br(X„)/Br(^). Comme cet élément de Br(X r? ) s'annule 
après extension des scalaires à l'extension k{yb)/k, le théorème [L2] s 'applique. 

Il est un peu moins clair que le résultat de Liang [16, Theorem 6.1] est une 
conséquence du nôtre. Ceci résulte de la proposition suivante. 
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Proposition J^.l. — Avec les notations du §2, considérons des points fermés 
Qir ' ' :Qr de tels que les fibres Y\,--- ,Y r au-dessus de ces points sont 
lisses et géométriquement intègres. Si Br (X° \ |J^ =1 Y{) engendre Br(X r/ )/Br(ry) ; 
alors Br(X°) engendre Br(X r? )/Br(r/). 

Démonstration. — Prenons une classe a G Br X^/Br r\ et a G Br (X° \ \J^-i Yj) 
qui s'envoie sur a. Supposons que a soit ramifié au point générique de Y{ et 
soit di : Br {X„) -4 H 1 (Yi,Q/7 l ) l'application résidu. On voit facilement que 
Br(X g> ^) = Br(r/ k) = (théorème de Tsen), car X ~ est projective, 
lisse et (ry <S>fc /c)-rationnelle. On a donc le diagramme commutatif suivant : 

Brpg-^Ui^pÇ.Q/Z) 

Ceci montre que <9j(a) appartient au noyau de iJ 1 ^, Q/Z) — > H 1 (Yi,Q/7 J ). 
Si iTj = k(Qi) il en résulte que di(a) provient d'un caractère Xi £ H 1 (Ki,Q/Z,) 
(c'est là que l'on utilise le fait que 1^ est géométriquement intègre). 

Considérons maintenant := Cores^/fcte; i — &i) G Br?7, où Ci est la classe 
de t dans le quotient iiQ = k[t]/(Pi(t)), -Pi(i) étant le polynôme qui définit le 
point fermé Qi. Regardons le diagramme commutatif 

Br^iQ) > M _ >Qi H^KiMtQ/Z) 

Brn ► HifâQÙQ/Z) 

dans lequel les flèches horizontales sont les applications résidu et les flèches 
verticales sont les applications de corestriction. Ceci montre que dç^Pi) = Xi- 
L'algèbre /3j est clairement non-ramifiée en dehors de Qi. 

On voit maintenant que a — YliLi Pi appartient non seulement au groupe 
Br(X° \ \_\Yi) mais aussi au sous-groupe Br J°. Cet élément s'envoie toujours 
sur a G Br X„/Br n. Il en résulte que Br J° — » Br X^/Brr? est surjective. □ 

Voici un exemple d'application du Théorème 11.21 (cfr. Corollaire 1 1 . 4|) : 

Proposition — SoitT un k-tore qui est quasi- déployé par une extension 
cyclique. Soit f : X — y Pi une fibration en torseurs sous T. Admettons 
l'hypothèse de Schinzel. Alors X(k) est dense dans X(A) c ) Br ^ x \ 
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Démonstration. — Ceci est une conséquence immédiate du Théorème 11,21 si 
on vérifie que Ker[Br(X„) — > Br(X r? <S>k L)\ engendre Br(X„)/Br(r/), où L/k 
est l'extension cyclique qui quasi-déploie le k-ïoie T. 

Or, ceci résulte facilement de [2, Proposition 1.1. (b)], appliquée à X„. La rj- 
variété X v devient bien rationnelle après extension des scalaires à L, car T<g)fcL 
est quasi-trivial (et tout torseur sous un tore quasi-trivial est trivial). □ 

Ceci donne une généralisation de [22, Theorem 3.2]. Comme on l'a expliqué 
ci-dessus, on obtient le même résultat sans admettre l'hypothèse de Schinzel 
si k = Q et toutes les fibres non-scindées sont définies sur Q. 



5. Une remarque sur l'hypothèse de Schinzel 

On présente dans ce dernier paragraphe une remarque sur l'hypothèse de 
Schinzel qui permet de l'utiliser de façon plus souple. Il s'agit du choix d'un 
paramètre de Schinzel À, comme dans |10[ hypothèse (Hi)], avec la condition 
supplémentaire que cette valeur de A appartienne à un sous-ensemble hilbertien 
donné de k. Que ceci devrait être possible semble avoir été suggéré pour la 
première fois dans [20J. 

5.1. La topologie d'un ensemble Hilbertien. — Il nous faut un résultat 
préliminaire sur la topologie d'un ensemble hilbertien ; pour cette dernière 
notion, voir par exemple [12J. 

Proposition 5.1. — Soit S Ç Çîj, fini. Considérons un morphisme dominant 
7T : V — t- Spec(Ofc ) s') dont la fibre générique est une k-variété géométriquement 
intègre. Soit p : X — > V un revêtement étale tel que la fibre générique de ir o p 
soit intègre. Soit P £ V(k) tel que la fibre de p en P soit connexe. Alors il existe 
un ensemble fini T Ç $7^°° avec S D T = tel que P est entier en les places 
de T, et un voisinage M Ç Y\ V £T^(^k,v) de P dans la topologie naturelle, tel 
que pour tout k-point Q dans M, la fibre de p en Q soit connexe. 

Démonstration. — On agrandissant S si nécessaire, on peut supposer que le 
A:-point P de V s'étend en un O^^-point P. On peut supposer également que p 
est Galoisien de groupe G. Démontrons d'abord que pour tout élément g G G, 
il existe une place finie v g G Çlf °° \ S telle que Frob^ P est conjugué à g. 

Fixons g € G. Ecrivons X' = X/(g), le quotient de X par l'action de (g), qui 
est un revêtement étale de V. Considérons le diagramme commutatif suivant, 
dont les carrés sont Cartésiens : 
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X < SpecS < SpecM 

(g) | 

A" * Spec A < SpecL 

i p i i 
V * SpecC^s -< Spec/c 

La fibre du morphisme p : X — > V au-dessus du fc-point P est connexe. Les 
fc-algèbres L et M sont donc bien des corps et l'extension M/L est cyclique, 
de groupe (g). Ceci implique que A/Ok s es t une extension finie d'anneaux de 
Dedekind. Le résultat |13| Proposition 2.2.1] s'applique : il existe une place v g 
de k (en dehors de S) et une place w de L au-dessus de v g qui est de degré 1 
et qui est inerte dans M. Par construction, Frob„ g P est conjugué à g. 

Ceci étant établi, choisissons pour tout élément g € G une telle place v g et 
prenons T = {v g \ g G G}. Prenons pour M l'ensemble des fc-points de V qui 
sont entiers en les places de T et qui, pour tout g € G, ont la même réduction 
(comme /c(v ff )-point) que P. Il suffit de montrer que p~ 1 (Q) est connexe pour 
tout Q G M. Or ceci équivaut à dire que le groupe de Galois Gal(A;/A;) se 
surjecte sur G à travers un relèvement du morphisme composé 

Spec k — > Spec k — > V 
à X. Par construction des places v g , cette dernière assertion est satisfaite. □ 

Corollaire 5.2. — Si on admet l'hypothèse de Schinzel [10, hypothèse (H)] 
sur Q, alors la version |10[ hypothèse (Hi)] de cette hypothèse vaut sur tout 
corps de nombres k, avec la condition supplémentaire que l'on peut choisir À 
dans un ensemble hilbertien H Ç k = A^(fc) donné. 

Démonstration. — Partons de polynômes Pi(t) pour 1 < i < n et d'éléments 
X v G k v pour v G S, où S Ç Ç} k est un ensemble fini de places, comme dans 
|10| hypothèse (Hi)]. En agrandissant S si nécessaire, on peut supposer que 
l'ensemble hilbertien H est associé à un revêtement étale de 0^ g- schémas 
p : X — > Aq^ , comme dans la proposition 15.11 

Choisissons un fe-point P de coordonnée p tel que la fibre p~ l (P) soit 
connexe. On trouve un ensemble fini T Ç 0^°° avec S H T = et un voisinage 
M de P dans la topologie induite par T tel que N Ç H. Prenons \ v = p G k v 
pour v G T. En appliquant [10, hypothèse (Hi)] aux polynômes P%{t) pour 
1 < i < n et aux A„ pour v G S L)T, on obtient le résultat voulu. □ 
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5.2. Exemple d'application. — L'intérêt du corollaire [5721 dans le contexte 
de la méthode des fibrations vient de |13| Théorème 3.5.1]. Voici un exemple 
d'application dans ce sens, qui généralise [9j Theorem 1.1. e] : 

Corollaire 5.3. — Soit X une k-variété projective et lisse qui est munie d'un 
morphisme f : X — > PL telle que la condition suivante soit satisfaite : 

pour tout point fermé P deFj,, la fibre Xp a une composante Yp de 
multiplicité 1 telle que la clôture algébrique de k(P) dans le corps 
de fonctions de Yp soit une extension abélienne de k(P). 

Supposons que le principe de Hasse et l'approximation faible valent pour les 
fibres de f au-dessus d'un ensemble hilbertien de PL Admettons l'hypothèse de 
Schinzel. Alors X(k) est dense dans X(A k ) BrvcTt ^ . 

Rappelons que le groupe de Brauer vertical Br ver t(X) est le sous-groupe de 
Br(X) qui consiste des éléments dont la restriction à Br(X„) provient de Br(?7). 

La validité de cet énoncé résulte immédiatement du corollaire 15.21 et de 
la preuve de [9] Theorem 1.1]. Comme exemple concret qui n'a pas encore 
été traité dans la littérature (sous l'hypothèse de Schinzel), mentionnons les 
modèles projectifs et lisses d'une /c-variété donné par une équation de la forme 



où le polynôme P(t,z) est irréductible de degré 4 vu comme élément de /c(i)[z] 
et a la propriété que P(to, z) ne s'annule pas identiquement si to est une racine 
de a(t). Sous ces conditions, il est clair que l'hypothèse sur les "mauvaises" 
fibres dans le Corollaire 15.31 est satisfaite. 

L'ensemble des s tel que le polynôme P(s, z) G k[z] reste irréductible est un 
ensemble Hilbertien dans A^(k). Pour un tel s, la surface de Châtelet donnée 
par l'équation affine x 2 — a(s)y 2 = P(s, z) satisfait au principe de Hasse et à 
l'approximation faible |5]. Ceci suffit pour appliquer le corollaire 15.31 



x 2 - a(t)y 2 = P(t,z) 
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